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Les racines n-iemes
de l'uniteé

Cours essentiel, démonstrations, figures et exemples corrigés

01 Définition et formule générale

Soit n un entier naturel non nul. Une racine n-ieéme de l'unité est un nombre complexe z qui vérifie 2™ = 1.
On note U, I'ensemble de ces racines. Alors :

U,={e*"; k=0,1,..,n—1}| et |(, =e"

Ainsi, U, ={1,(,,¢2, ..., ¢t

Démonstration de la formule

Si 2" =1, alors |z|* = 1, donc |z| = 1 et z = €. L'égalité e’ = 1 équivaut a nd = 2kr pour un entier k,
soit z = e?*#7/"_ Deux indices k et ¢ donnent le méme nombre exactement lorsque n divise k — ¢ : il y a
donc exactement n racines distinctes, obtenues pour 0 < k < n.

Exemple géométrique : les six racines de 5 = 1

Im

-3 > Re

A retenir

Les racines sont sur le cercle unité et forment les sommets d'un polygone régulier centré en O. L'écart
angulaire entre deux sommets consécutifs vaut 2=,

Racines n-iemes de I'unité - Cours, preuves et applications 176



MATHACCESS / FICHE DE REVISION NOMBRES COMPLEXES

02 / LECTURE GEOMETRIQUE

Cercle unité et symétries

Trois propriétés géométriques
Pour toute racine z € U, :
— |z| = 1: son point image appartient au cercle trigonométrique;

— 7 =

N

: la conjugaison réalise la symétrie par rapport a I'axe réel;

— la multiplication par ¢,, correspond a une rotation d'angle 27 /n.

Démonstrations courtes
L'égalité |2| = 1 implique 2z = |2|> = 1; donc Z = 1/z. Par ailleurs, si z = ¢%, alors z¢,, = e0+27/n)
I'argument augmente de 27 /n.

Cas particulierement utiles

Nombre Condition pour appartenira i/,

1 Toujours, quel que soitn > 1

—1 Si et seulement si n est pair

1et—i Si et seulement si 4 divise n
Pourquoi?

Ona (—1)" = 1 exactement lorsque n est pair. De méme, les puissances de i sont périodiques de période
4, donc i™ = 1 exactement lorsque 4 | n; le méme raisonnement vaut pour —i.

Pour n = 4, les arguments sont 0, 7/2, 7, 37/2. Donc

]u4 — {1,@—1,—1}.\

Sur le cercle unité, ces points forment un carré, et I'on vérifie1 +:—1—1¢ = 0.

Attention a I'argument

Deux arguments qui different de 27 représentent le méme nombre complexe. On doit donc prendre
k=0,...,n— 1, sans ajouter une racine supplémentaire pour k = n.
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03/ OUTILS ALGEBRIQUES

Sommes, produits et factorisation

Théoréme — Factorisation de X" — 1
Les n racines de l'unité sont toutes distinctes; ainsi :

n—1

xm—1=[](x —cb.

k=0

Il s'agit d'une identité polynomiale valable sur C.

Démonstration

Le polynéme P(X) = X" — 1 est de degré n et admet les n racines distinctes ¢?, ..., ¢? L. Il est unitaire,
donc la factorisation par ses racines s'écrit exactement sous la forme annoncée.

Théoréme — Somme et produit des racines
Pour tout entiern > 2, on a:

n—1 n—1
Y k=0 et |[[ch=(11}
k=0 k=0

Démonstrations
Somme. Comme (' =1 et (, # 1 pour n > 2, la somme géométrique donne

1-G _

1 o0 d (=1 = 0.
Produit. Dans la factorisation de X™ — 1, prenons X =0:
n—1 n—1
—1=[J(=¢5 =[] ¢,
k=0 k=0

d'oll TIr, ¢& = (—1)mt! = (—1)rL

Prenons n = 5 et séparons les parties réelle et imaginaire de >, e2k7/5 — 0, Il vient :

4 4

2km . ([ 2km
;cos<5>0 ;sm(g))().

Vigilance pourn = 1
Ona, = {1}. La somme vaut alors 1 (et non 0), tandis que la formule du produit reste valable.
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05 / METHODE DE RESOLUTION

Au-deladel'unitée: ;" =«

Théoréme — Racines n-iémes d'un complexe non nul
Soit a = pe'?, avec p > 0, et n > 1. L'équation 2" = a posséde exactement n solutions distinctes :

i(6+2km)
n

zkzpl/"e , k=0,1,...,n—1.

Toutes sont obtenues en multipliant une solution particuliére z, par les racines n-iémes de l'unité : z, =

Zocrli-

Démonstration
Ecrivons z = re'?, avec r > 0. L'égalité 2" = a donne " = p et np = 6 + 2kx. On en déduit r = p'/" et
» = (0 + 2km)/n. Les n valeurs obtenues pour k =0, ...,n — 1 sont distinctes.

Puisque 8 = 8¢, les trois solutions sont z, = 2¢2*7/3 pour k = 0,1, 2.

S={2, —14+iV3, -1 —iV3}.

Veérification : (2¢})% = 8(¢3)* = 8.

Comme —16 = 16¢'7, les quatre solutions sont z, = 2¢*™/4t57/2) pour k = 0,1,2, 3. Aprés passage a la
forme algébrique :

S = {V2(1+14), V2(=1+1), V2(=1—1), V2(1 —)}.

Chaque solution a pour module 2 et les arguments différent de /2.

Cas particulier: ¢ =0
L'équation 2™ = 0 posséde une seule solution, z = 0. On n‘applique la formule des n solutions distinctes
que sia # 0.
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06 / EXERCICES CORRIGES

S’entrainer et retenir l'essentiel

Question. Résoudre 2% = 1 sous forme algébrique.
Correction. Les arguments sont 0, 27/3 et 47/3. Donc :

ugz{l, 1,8 _1_%}.

2 27 2 2

Leur somme est nulle, conformément au théoréme.

6
. 4k
Question. Calculer T = E cos (—W>
k=0 7

Correction. Posons ¢ = ¢*7/7. Alors ¢" = 1 et ¢ + 1, d'ou

_1-q"
qu— 14 =0.

6
k=0

En prenant les parties réelles, on obtient | T'=0|.
Mini-démonstration — Une somme géométrique classique
Siz" =1avec z+# 1,alors (z —1)(1+ 2+ -+ 2" 1) = 2" — 1 = 0. Comme z — 1 # 0, nécessairement

l+z+22+ 4271 =0,
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